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На рисунке 6 при          видна существенная 
концентрация растягивающих напряжений в упругом 
слое на расстоянии приблизительно 10–12 толщин 
льда. Можно считать, что моделирование процесса 
хрупкого разрушения льда в рамках динамической 
контактной задачи упругого слоя и несжимаемой 
жидкости качественно описывает поведение ледяно-
го поля, и факт появления второй трещины в рамках 
данной модели достаточно обоснован. 
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Как известно, для коэффициентов запаса упру-

гих конструкций и деталей определенного класса 
(например, авиационных конструкций) заданы 
ограничения (условия прочности), т.е. значения 
коэффициентов запаса таких конструкций должны 
лежать в заданном диапазоне. Следует отме-
тить, что ограничения задаются для коэффици-
ентов запаса, которые отвечают аналитическим 
(точным) решениям задач теории упругости, 
сформулированных для конструкций. Построение 
аналитических (точных) решений для большин-
ства конструкций, особенно сложной формы, свя-
зано с большими трудностями. Для ряда кон-
струкций широко применяют приближенные под-
ходы решения задач упругости, например техни-
ческие теории деформирования однородных и ком-
позитных пластин, балок и оболочек. Технические 
теории, построенные на основе гипотез, порож-
дают приближенные (технические) решения с не-

устранимой погрешностью, точное значение ко-
торой определить сложно. В расчетах конструк-
ций на прочность при заданном малом диапазоне 
для коэффициентов запаса применение техниче-
ских (сопроматовских) решений затруднительно. 
Однако существуют методы (например, метод 
конечных элементов) построения приближенных 
решений задач упругости со сколь угодно малой 
погрешностью. В данной работе предложены 
скорректированные условия прочности для упру-
гих конструкций, которые учитывают погреш-
ность напряжений. Предлагаемые условия прочно-
сти сформулированы в двух теоремах. Показано, 
что из выполнения скорректированных условий 
прочности для коэффициента запаса конструкции, 
который отвечает приближенному решению, сле-
дует выполнение заданных условий прочности для 
коэффициента запаса данной конструкции, кото-
рый отвечает точному решению. Для заданных 
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условий прочности определяется оценка погреш-
ности для напряжений, которая лежит в основе 
построения скорректированных условий прочно-
сти. Предложены скорректированные условия 
прочности, представленные через допускаемые 
напряжения. Скорректированные условия прочно-
сти позволяют определить класс приближенных 
решений, с помощью которых можно выполнить 
заданные условия прочности. Приведены примеры 
заданных условий прочности, которые можно вы-
полнить с помощью технических (сопроматовских) 
решений, и условий прочности, для выполнения 
которых необходимо использовать приближенные 
решения с малой погрешностью. 

Ключевые слова: упругость, коэффициенты  
запаса, погрешность напряжений, скорректиро-
ванные условия прочности. 

 
As is known, the constraints (the strength condi-

tions) for the safety factor of elastic structures and the 
elements of a certain class (i.e. airframes) are set, i.e. 
the safety factor values of such structures should be 
within a given range. It should be noted that the con-
straints are given for safety factor that correspond to 
analytical (exact) solutions of the elasticity problems 
represented for the structures. Developing analytical 
(exact) solutions for most structures, especially of ir-
regular shape ones is of great difficulty. Approximate 
approaches to solve the elasticity problems, e.g. the 
technical deformation theories of homogeneous and 
composite plates, beams and shells, are widely used for 
a great number of structures. Technical theories based 
on the hypotheses provide the approximate (technical) 
solutions with an irreducible error, the exact value being 
difficult to determine. In the strength calculations of 
structures at a specified small range for the factor of 
safety, the application of engineering solutions (by the 
Theory of Strength of Materials) is to be difficult. How-
ever, there are some numerical methods for developing 
approximate solutions of elasticity problems with arbi-
trarily small errors. In this paper two theorems on new 
(adjusted) strength conditions for elastic structures tak-
ing into account the stress error were proposed. It has 
been shown that to fulfill specified strength conditions 
for safety factor of given structure corresponding to an 
exact solution, the adjusted strength conditions for 
structural safety factor corresponding to approximate 
solution are required. The stress error estimation being 
the basis for developing the adjusted strength conditions 
for the specified strength conditions has been deter-
mined. The adjusted strength conditions appear to be 
given by allowable stresses. Adjusted strength condi-
tions make it possible to determine the set of approxi-
mate solutions, whereby meeting the specified strength 
conditions. Some examples of specified strength condi-

tions to be satisfied using the technical solutions (the 
Theory of Strength of Materials) and strength conditions 
have been given. To meet those, it is necessary for the 
approximate solutions with a high accuracy to be used. 

Keywords: elasticity, safety factors, stress error, ad-
justed strength conditions. 

                               
 Введение. Как известно [1–4], для коэффициен-
тов запаса прочности упругих конструкций (деталей) 
определенного класса принимают ограничения вида 
 

                           
0a bn n n  ,                                 (1) 

 

где величины ,a bn n  заданы, 1an  ; 
0n  – коэффи-

циент запаса прочности конструкции, отвечающий 
точному решению задачи теории упругости (сфор-
мулированной для данной конструкции). 
 Считают, что конструкция не разрушается при 
эксплуатации и спроектирована рационально с точки 

зрения запаса прочности, если ее коэффициент 0n  

запаса удовлетворяет заданным условиям прочно-
сти вида (1). В общем случае (например, для тел 
сложной формы) построить аналитические решения 
задач теории упругости [5] очень трудно. Однако 
представляется возможным строить приближенные 
решения (например, с помощью метода конечных 
элементов, метода многосеточных конечных эле-
ментов [6–14]) с заданной оценкой погрешности для 
напряжений. Следует отметить, что при проектиро-
вании ряда конструкций (например, конструкций ми-
нимального веса) нарушение заданных условий (1) 
недопустимо. Существующие условия прочности не 
учитывают погрешность приближенных решений, 
что порождает трудности при выполнении условий  

прочности (1) для коэффициента 0n . 

 Цель работы. Анализ прочности упругих кон-
струкций с учетом оценки погрешности решений 
(максимальных эквивалентных напряжений). Пред-
ложены новые (скорректированные) условия проч-
ности, при построении которых используются задан-
ные условия прочности (1) и оценка для погрешно-
сти приближенных решений. Достоинство предлага-
емых условий прочности  состоит в том, что их вы-
полнение для коэффициента запаса конструкции, 
отвечающее приближенному решению, обеспечива-
ет выполнение заданных условий (1) для коэффи-

циента 0n . На практике широко используют расчеты 

конструкций на прочность по допускаемым напряже-
ниям. Предложены скорректированные условия 
прочности, представленные через допускаемые 
напряжения. Скорректированные условия прочности 
позволяют определить класс приближенных реше-
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ний, с помощью которых можно выполнить задан-
ные условия прочности. 
 1. Условия прочности, учитывающие по-
грешность напряжений. При расчете на прочность 
ряда конструкций возникает необходимость строить 
приближенные решения с малой погрешностью. Это 
связано с тем, что для коэффициентов запаса упру-
гих конструкций и деталей определенного класса 
(например, авиационной и ракетной техники) зада-
ются определенные ограничения, т.е. условия проч-
ности вида (1). В настоящее время для коэффици-

ента запаса прочности 
rn  конструкции, который 

отвечает приближенному решению задачи теории 
упругости, также используют условия прочности (1), 
т.е. 
 

                     
a r bn n n  .                              (2) 

 

 Отметим, что поскольку 0rn n , то при малом 

b an n n    из выполнения для коэффициента 
rn  

условий (2) не всегда следует выполнение условий 

прочности (1) для коэффициента 0n . На практике 

большинство конструкций и деталей состоят из пла-
стичных материалов, для определения эквивалент-
ных напряжений которых широко используют 4-ю 
теорию прочности [1]. В данной работе рассматри-
ваются упругие конструкции при статическом нагру-
жении, состоящие из пластичных материалов. При 
расчете конструкций на прочность с применением 
приближенных решений задач теории упругости 
предлагается использовать скорректированные 
условия прочности для коэффициентов запаса, ко-
торые построены на основе заданных условий (1) и 
сформулированы в теореме 1. 
 Теорема 1. Пусть для конструкции заданы 
условия прочности (1) и определено максимальное 

эквивалентное напряжение r , отвечающее при-

ближенному решению. Пусть  
                                                    

| |  p p

a b

n
C

n n
 


  


,                   (3) 

 

где b an n n   ; 1b an n  ; ,a bn n  – заданы;   

– относительная погрешность для напряжения r , 

p  – оценка для погрешности  , которая опреде-

ляется по формуле  
 

0

0

r 





 ,                       (4) 

 

где 
0  – максимальное эквивалентное напряжение 

конструкции, отвечающее точному решению задачи 
теории упругости, эквивалентные напряжения опре-
деляются по 4-й теории прочности.  

 Пусть коэффициент запаса 
rn  конструкции, 

отвечающий приближенному решению,  удовлетво-
ряет скорректированным условиям прочности вида 
 

1 1

a b
r

p p

n n
n

 
 

 
,                     (5) 

 

где /r T rn   ;  
T  – предел текучести. 

 Тогда коэффициент запаса 
0n  конструкции, 

отвечающий точному решению, удовлетворяет за-

данным условиям прочности (1), где 0 0/Tn   . 

Доказательство 

       Из (4) следует 0(1 ) r    . Отсюда полу-

чаем 
 

                     0 (1 ) rn n  .                       (6) 

 

 Отметим, что так как 1b an n  , то в                    

(3) 1pC  . Пусть 
0  такое, что 0  | |  . Тогда в 

силу (3) имеем соотношения  
                                                     

00  | |  1p      .                 (7) 

 

Принимая в (6) последовательно 0   , 

0  , введем коэффициенты 

 

1 0(1 )r

rn n  , 
2 0(1 )r

rn n  .            (8) 

 
 Тогда в силу (6), (8) получаем  
 

  
0 1

rn n    или   
0 2

rn n .                  (9) 

 

Введем коэффициенты 
1

pn , 
2

pn  по формулам 

 

1 (1 )p

p rn n  ,   2 (1 )p

p rn n  .      (10) 

 

В силу того, что 0 1p  , 0rn  , из (10) сле-

дует  
 

    2 1

p pn n .                              (11) 
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 Пусть для коэффициента 
rn  выполняются 

условия прочности (5), т.е. пусть 
 

 

(1 )a p rn n  ,  (1 )p r bn n  . 

 

 Тогда для коэффициентов 
1

pn , 
2

pn , с учетом 

(11), выполняются неравенства 
                                                         

1 2

p p

a bn n n n   .                  (12) 

 
 Из сравнения (8), (10), с учетом (7), следуют 
неравенства  

                        
1 1

p rn n ,   
2 2

r pn n .  

Отсюда, учитывая, что, согласно (7), 
1 2

r rn n , 

получаем 
                                                            

1 1 2 2

p r r pn n n n   .                    (13) 

 
Тогда, в силу (12), (13), выполняются неравенства 

                                                             

1 2

r r

a bn n n n   .                    (14) 

 
 Из выполнения (14), с учетом (9), следует вы-
полнение заданных условий прочности (1) для ко-

эффициента запаса 0n . Ограничения на параметр 

p  находим из предположения существования 

условий прочности (5), т.е. пусть 
 

                               
1 1

a b

p p

n n

 


 
.                    (15) 

 
 Откуда следует  

                                                         

p p

a b

n
C

n n



 


.                  (16) 

 

 Отметим, что поскольку 1b an n  , то из (16) 

следует 0 1pC  . Если p pC  , то диапазон 

для варьирования значений коэффициента rn  ра-

вен нулю, т.е. в этом случае ( ) / 2r a bn n n  , что 

трудно выполнить на практике при заданных an , bn . 

Итак, при p pC   возможно выполнение заданных 

условий прочности (1) для коэффициента 0n  с при-

менением скорректированных условий прочности (5) 

и приближенного решения, которое порождает для 

напряжения 
r  такую погрешность  , что 

| |  p  . Теорема доказана. 

 Из теоремы делаем следующие выводы:  
1) для выполнения заданных условий прочности 

(1) для коэффициента 
0n  нет необходимости ис-

пользовать только аналитические решения задач 
теории упругости;  

2) в расчетах конструкций на прочность можно 
использовать определенный класс приближенных 
решений;  

3) из (3) следует, что если n  мало, то | | ма-

лая величина, т.е. в этом случае возникает необхо-
димость строить приближенные решения с малой 
погрешностью. 

 Замечание. Скорректированные условия проч-
ности (5) можно использовать при расчете пластич-
ных конструкций и деталей, которые испытывают 
переменные напряжения симметричного цикла. В 

этом случае: T  – предел выносливости детали; 

r  – амплитуда действующих переменных напря-

жений [1, 2].  
В данной работе процедура нахождения оценки 

погрешности напряжений отличается от процедуры, 
изложенной в работе [15]. 
 2. Скорректированные условия прочности, 
представленные через допускаемые напряже-
ния. На практике применяют расчеты на статиче-
скую прочность упругих конструкций по допускае-
мым напряжениям. Скорректированные условия 
прочности для допускаемых напряжений сформули-
рованы в теореме 2. 
 Теорема 2. Пусть для конструкции, состоящей 
из пластичного материала, заданы условия прочно-
сти вида  

                                                            

0[ ] [ ]a b    ,                    (17) 

 

где [ ]a , [ ]b  – допускаемые напряжения (зада-

ны); [ ]a T  , 0  – максимальное эквивалентное 

напряжение конструкции, отвечающее точному ре-
шению задачи теории упругости (сформулированной 

для данной конструкции), напряжение 0  опреде-

ляем по 4-й теории прочности. 
 Пусть определено максимальное эквивалентное 

напряжение r , которое отвечает приближенному 

решению, построенному для данной конструкции.  
 Пусть  
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[ ]
| |  

[ ] [ ]
q

a b


 

 


 


,                (18)            

                                  

где  [ ] [ ] [ ]b a     ;   – относительная по-

грешность для напряжения 
r  (определяемая по 

формуле (4)); 
q  – оценка для погрешности  , т.е. 

| | q  . 

Пусть выполняются скорректированные условия 

прочности для напряжения r , выраженные через 

допускаемые напряжения [ ]a , [ ]b , которые 

имеют вид 
                                                 

[ ](1 ) [ ](1 )a q r b q        .         (19) 

 

 Тогда напряжение 0  удовлетворяет заданным 

условиям прочности (17). 
Доказательство 

    Из (4) следует 
 

0(1 )r    .                   (20) 

 

 Пусть для напряжения r  выполняются скор-

ректированные условия прочности (19). Тогда, под-
ставляя (20) в (19), получим   

                                                      

1 0 2[ ]  [ ]a b      ,                (21) 

 
где 
 

   1

(1 )

(1 )

q








, 2

(1 )

(1 )

q








.            (22) 

 

 Введем 0  | |  . Подставляя в (22) последо-

вательно 0   , 0  , введем коэффициенты 

1 , 2 , 1 , 2  по формулам: 

 

1

0

(1 )

(1 )

q








,   2

0

(1 )

(1 )

q








, 

1

0

(1 )

(1 )

q








,   2

0

(1 )

(1 )

q








.            (23) 

 

 Учитывая в (23), что 00 1q    , получаем 

неравенства 
 

           2 11    , 2 1 1   .                  (24) 

 В силу (22), (23), имеем 
 

1 1   

 
либо   
 

1 2  ,  

2 1   

 
либо   

2 2  .                               (25) 

 

 Из (24), (25) следует   
1 1  ,  

2 1  . Тогда    

        

1[ ] [ ] a a   ,  
2  [ ] [ ]b b   .        (26) 

 
     Подставив (26) в (21), получаем

1 0 2 [ ] [ ]  [ ]  [ ]a a b b          , т.е. из 

выполнения скорректированных условий прочности 

(19) для напряжения r  следует выполнение за-

данных условий прочности (17) для напряжения 0 .  

 Ограничения на параметр q  находим из пред-

положения существования условий прочности (19), 
т.е. пусть выполняется условие 

                                                     

[ ](1 ) [ ](1 )a q b q      .             (27) 

 
 Из (27) следует 

                                                        

[ ]

[ ] [ ]
q q

a b

C



 


 


.                    (28) 

 

 Учитывая, что, согласно (28), имеем 0 1.qC   

Если q qC  , то диапазон для варьирования зна-

чений напряжений r  равен нулю, т.е. в этом слу-

чае 2 [ ][ ] / ([ ] [ ])r a b a b      , что трудно 

выполнить на практике при заданных [ ]a , [ ]b . 

Итак, при q qC   можно выполнить заданные 

условия прочности (17) для напряжения 0  с при-

менением скорректированных условий прочности 
(19) и приближенного решения, которое порождает 

для напряжения r  такую погрешность  , что 

| | q  . Теорема доказана.  
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 3. Примеры заданных и скорректированных 
условий прочности 
 3.1. Для ряда конструкций и деталей, работаю-
щих под действием статического нагружения, при-
меняют условия прочности [2]  
 

         
01,3 2,5n  .                     (29) 

 
 Для условий прочности (29), в силу (3), имеем 

31,5 %pC  . При расчете на прочность таких 

конструкций можно использовать приближенные 

напряжения, погрешность   которых удовлетворя-

ет условию | |  20 %.p    Тогда скорректиро-

ванные условия прочности, согласно (29), (5), имеют 
вид 
 

           1,63 2,08rn  .                  (30) 

 
 В расчетах можно использовать технические (со-
проматовские) решения, которые порождают для 

напряжений такую погрешность  , что 

| | 15 20 %   . Важно отметить, что в данном 

случае нет необходимости строить приближенные 
решения точнее технических (сопроматовских). 
 3.2. Для ряда заданных условий прочности (1) 

величина 
b an n n    мала, 0,1 0,3n    [2, 

3]. Например, для несущих элементов конструкций 
одноковшовых экскаваторов [3] используют условия 
прочности 
 

          01,3 1,5n  .                    (31)  

 
 Используя (3) для заданных условий прочности 

(31), получаем 7,14 %pC  . В расчетах можно 

применять решения, которые порождают напряже-

ния с погрешностью   не более 4 %, т.е. 

| | 4 %  . Для 4 %p   скорректированные 

условия прочности, в силу (31), (5), принимают вид  
 

                                                               

1,35 1,44rn  .                      (32) 

 
Применение технических (сопроматовских) ре-

шений в этом случае затруднительно. Для выполне-
ния скорректированных условий прочности (32) воз-
никает необходимость строить численные решения 
с малой погрешностью (не больше 4 % для напря-
жений). Отметим, что с помощью метода многосе-
точных конечных элементов представляется воз-
можным строить приближенные решения с малой 
погрешностью для напряжений [12–14]. 

 Заключение. Предложены скорректированные 
условия прочности, которые построены на основе 
заданных условий прочности и применяются при 
анализе прочности конструкций в случае использо-
вания приближенных решений. Скорректированные 
условия прочности учитывают погрешность решений 
и определяют множество приближенных решений 
задач упругости (сформулированных для конструк-
ций), с помощью которых можно выполнить задан-
ные условия прочности. Показано, что для ряда кон-
струкций и деталей, которые широко применяются 
на практике, при выполнении заданных условий 
прочности можно использовать сопроматовские 
(технические) решения.  
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Статья посвящена анализу реального аварий-

ного режима в сети с изолированной нейтралью  
10 кВ на примере случая, произошедшего в Ко-

стромской области в результате возникновения 
однофазного замыкания на землю. Анализ, прове-
денный с использованием метода фазных коорди-




