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УДК 512.54               К.А. Филиппов 
 

О ПРЯМЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЯХ КОНЕЧНЫХ ГРУПП В ГРУППАХ ШУНКОВА* 
 

В статье рассмотрена периодическая группа Шункова, насыщенная некоторым множеством групп 

вида QM , где M – конечная простая неабелева группа определѐнного вида, а Q  является конечной 

2-группой. 
Ключевые слова: насыщенность, группа Шункова, множество групп, неабелева группа. 
 

K.A. Filippov 
 

ON THE FINITE GROUP DIRECT PRODUCTS IN THE SHUNKOV'S GROUPS 
 

Shunkov's periodic group which is saturated with a number of the groups of QM  type where M is finite 

simple  non-Abelian group of the certain type, and Q  is final 2-group is considered in the article. 

Key words: saturation, Shunkov's group, number of groups, non-Abelian group. 
 

 

Введение. Группа G  насыщена группами из множества групп R , если любая конечная подгруппа из 

G  содержится в подгруппе, изоморфной некоторой группе из R . Множество R   называется насыщающим 

множеством для G  [14]. 

Решением вопросов, связанных с понятием насыщенности, посвящены уже многие работы [1, 6, 8, 
11–16]. В настоящей статье продолжены исследования в этом направлении. 

Пусть p  – фиксированное простое нечѐтное число. Множество  
pX состоит из групп вида 

QML , где Q  – конечная 2-группа, а M  – группа из множества 
pY , которое является объединением 

следующих трѐх множеств: 
 

DTpNKspLCNGmBNIkSzA smk ,|)(,|3Re,|2 2

1212

 
– множество всех простых чисел}, и при этом каждая группа 

pYM  содержит элемент a  порядка p , для 

которого aCM  не содержит инволюций. 

Основным результатом работы является Теорема. Если периодическая группа Шункова G  насыщена 

группами из множества
pX , то все еѐ элементы конечных нечетных порядков порождают в G  локально 

конечную подгруппу R , изоморфную одной из групп )(),Re(),(2 ESzPFL
, для подходящих локально ко-

нечных полей EPF ,, и )(2 GORG . 

Частный случай этого утверждения доказан в работе [1], в которой предполагается, что множество 
pY  

конечно. 
1. Известные факты 
Предложение 1 [10]. Фактор-группа группы Шункова по периодической центральной подгруппе явля-

ется группой Шункова. 
Предложение 2 [10]. В группе Шункова с бесконечным числом элементов конечного порядка сущест-

вует бесконечная локально конечная подгруппа. 
Предложение 3 [10]. Подгруппа группы Шункова, порожденная любым элементом простого порядка и 

произвольной инволюцией, конечна. 

Из известных свойств групп )(2 qL , Sz(q)  и )Re(q  вытекают следующие два предложения: 
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Предложение 4 [3]. Пусть j;YM p
 – инволюция и a  – элемент порядка p  из M . Тогда Mj  – 

множество всех инволюций группы 1, aaM k  для некоторой инволюции ,jk M  и все подгруппы по-

рядка p   в M  сопряжены. 

Предложение 5 [4]. Пусть 
pYM,M,M 321   , тогда 

321 )( MXMM . 

Предложение 6 (теорема Судзуки [2]). Пусть )(qSzG ; P  – силовская 2-подгруппа группы

HPB;G     – подгруппа Бореля; H  – подгруппа Картана из B . Тогда: 

1. P  – группа порядка 2q  периода 4, 
1( ) ( ) ( )P Z P P P . 

2. Все инволюции группы G  сопряжены и PaCG )(  для любой инволюции Pa . 

3. Любые две силовские 2-подгруппы в G  имеют тривиальное пересечение. 

4. H  действует транзитивно на множестве инволюций из P . 

5. G  порождается любой парой своих силовских 2-подгрупп. 

6. G  не содержит элементов порядка 3. 

Предложение 7 [15]. Пусть G  – бесконечная периодическая группа; S  – силовская 2-подгруппа 

группы G  со следующими свойствами: 

1. SS . 

2. S  – элементарная абелева. 

3. G  – насыщена конечными простыми неабелевыми группами. 

Тогда )Re(QG , где Q  — локально конечное поле характеристики 3 без подполей порядка 9. 

Предложение 8 [10]. Пусть бесконечная периодическая группа G  насыщена конечными простыми 

неабелевыми подгруппами и некоторая силовская 2-подгруппа S  из G  является конечной группой диэдра. 

Тогда G  изоморфна локально конечной простой группе )(2 PL , где P  – локально конечное поле нечетной 

характеристики P . 

Предложение 9 [10]. Пусть )Re(qG , где 33 12nq ; q  – инволюция из G ; T  – силовская 2-

подгруппа в G . Тогда: 

1. T  – элементарная абелева группа порядка 8, TTCG )( и dbTTNH G )( ,где 

db – группа Фробениуса порядка 21. 

2. LaaСG )( , где )(2 qLL . 

3. )(,)(, aCSaСHG GG , где S – произвольная силовская 2-подгруппа группы G , не со-

держащая инволюции a . 

4. Все инволюции из G  сопряжены в G . 

 

Предложение 10 [10]. Группа Шункова, насыщенная группами из )(qSz , обладает периодической ча-

стью, которая изоморфна простой группе Судзуки )(QSz  над локально конечным полем Q  характеристики 

2. 

Предложение 11 [16]. Пусть G  – бесконечная локально конечная группа, насыщенная группами ди-

эдра. Тогда в G  существует строго возрастающая цепочка конечных групп диэдра 

...... )()2()1( nDDD  

такая, что 

tLDG i

i

)( , 

где L  – квазициклическая группа; t  – инволюция и 
1ll t

 для любого Ll . 

Предложение 12 (Шунков В.П. [17]). Периодическая группа с почти регулярной инволюцией локаль-
но конечна и почти разрешима. 
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Предложение 13 (Теорема Санова [5, 7]). Произвольная группа, порядки элементов которой не пре-
восходят 4, локально конечна. 

Предложение 14 [8]. Периодическая группа G , насыщенная проективными специальными группами 

размерности 2 над конечными полями, изоморфна группе )(2 PL  над подходящим локально конечным по-

лем P . 
Предложение 15 [9]. Периодическая группа, насыщенная некоторым множеством простых групп 

)(2

npL , )2( 12kSz , изоморфна одной из групп )(2 QL , )(QSz  для подходящего локально конечного по-

ля Q . 

Предложение 16 (Шунков В.П.) Пусть S  – конечная подгруппа бесконечной 2-группы T . Тогда 

SSNT )( . 

Доказательство. Индукция по S . При 1S  предложение верно. Пусть 1S  и t  – инволюция из 

центра S . Если )(tCT  конечен, то по теореме Шункова T  локально конечна и S  является собственной 

подгруппой некоторой конечной подгруппы H  из T . Поскольку SSN H )( , то SSNT )( . 

Если )(tCT  бесконечен, t/SS  – конечная подгруппа бесконечной подгруппы t/)(tCС T . 

По предположению индукции SSN
C

)( , откуда SSNSN СT )()( . Предложение доказано. 

2. Доказательство теоремы 

По условию теоремы в G  есть элементы простого нечетного порядка p , пусть a  – такой элемент. 

Обозначим через J множество всех инволюций группы G , через )(GYp  – множество всех подгрупп группы 

G , изоморфных группам из pY , а через )(GX з
 – множество всех подгрупп группы G , изоморфных груп-

пам из pX . 

Лемма 1. Подгруппа 
GaG1  насыщена группами из множества pX . 

Доказательство. Пусть K  – произвольная  конечная подгруппа из  1G .  Она  может содержать не-

единичный элемент нечетного порядка и может  быть 2-группой. Рассмотрим  эти случаи в отдельности. 

1) K  содержит элемент нечетного порядка. По условию теоремы 
111 QMLK , где 

)(1 GYM p
, а )(1 GXL p

.  

Тогда 
112 GLLK  и 

2L содержит d  элемент  нечетного порядка.  Ясно,  что 
1Md , а так  

как  
111 MGM    и 

1M  – конечная  простая  неабелева группа, то 
111 MGM . Следовательно,  

212 QML , где )(2 GXL p  и )( 112 GQQ , и в этом случае лемма доказана. 

 2) K  – 2-группа.  По условию теоремы 111 QMLK , где )(1 GYM p , а )(1 GXL p . 

Если 111 )(1 MGM  , то 111 MGM , поскольку 1M    – конечная простая неабелевая группа, и 

)()( 211121 QMGLLKM  где )(2 GXL p ,  
112 QGQ  , и в этом случае лемма так-

же доказана. 

Пусть 111 GM . Возьмем в 1M   элемент d  простого порядка, отличного от 2. Тогда 
ydd , , 

где Gay , – конечная группа и )(, 2 GYMdd p

y
. Но тогда 

221

11 )( MMGdyyd   и, 

значит, 111 dyyd . Действительно, 112 GM , поскольку )(1 21 MMd , и  если 

112 GM , то в силу простоты 2M  , 112 GM , а значит, 1Gd , что невозможно. Таким образом, 

yddy  для  любых Gay  и все элементы  простых  порядков, отличных  от  2, из 1M  перестановочны  

поэлементно  с 1G  . Так  как  подгруппа,  порожденная  всеми элементами простых порядков, отличных от 2, 

из 1M  , нормальна в 1M  , то в силу простоты 1M  получим, что 1M    порождается всеми элементами про-
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стых порядков, отличных от 2. Последнее означает, что 
1M   и 

1G   поэлементно перестановочны,  т.е. в G  

можем рассмотреть  подгруппу 
11 MG  . 

Возьмем в 
1G    конечную простую неабелевую подгруппу  

3M , такую, что )(3 GYM p
.  Такая 

группа существует  по условию теоремы. Рассмотрим  конечную  подгруппу  
134 MMM . 

По  условию  теоремы )(54 GYMM p
. Но никакая группа из 

pY  не содержит  подгрупп, изо-

морфных 
4M  (предложение 5). Следовательно, предположение  о том, что 111 GM , не верно. Зна-

чит,  111 GM , и, как показано выше, в этом случае лемма доказана. 

Лемма 2. Не ограничивая общности,  можно считать, что 1

GG G a . 

Доказательство. По лемме 1 
GaG1  удовлетворяет  условиям теоремы. 

Предположим, что для 1G  теорема верна, в частности, все элементы нечетного порядка в 1G  порож-

дают локально конечную подгруппу R , изоморфную одной из групп в формулировке теоремы. Пусть x  – эле-

мент нечетного порядка из RG \ . Подгруппа xR  – локально конечна. Возьмѐм Rd1  и рассмот-

рим  конечную  подгруппу dx, . По условиям  теоремы dx,  содержится  в конечной подгруппе 1L    

группы G , при этом 111 QML  , где )(1 GYM p , а )(1 GXL p .  Так как 11 MMR , то 

RM 1 , а поскольку x  – элемент нечетного порядка, то 1Mx .  Получили  противоречие с выбором x . 

Следовательно, все элементы нечетных порядков из G  лежат в R , а потому R  – нормальная подгруппа 

группы G . Так как подгруппа R  проста,  то  1)(2 GOR , и мы можем образовать подгруппу 

)(2 GORH . Для доказательства леммы нам надо установить равенство GH . Предположим, что 

это не так и,  пусть HGg \ . Обозначим через E   некоторую конечную простую неабелеву подгруппу 

группы G . Если при этом G  содержит подгруппу A , изоморфную )Re(Q , то считаем, что AE . Из 

локальной конечности и нормальности подгруппы R  выводим, что gE,  – конечная подгруппа. По усло-

вию теоремы она содержится в подгруппе вида 222 QML , где )(2 GYM p ,  )(2 GXL p . Ясно, 

что RME 2 . Следовательно,  rdg , где Rr , 2Qd  , Hd , и d  централизует  2M . Обо-

значим через b  элемент из R , для которого dbbd  (такой элемент существует, так как в противном слу-

чае )()( 2 GORCd G
  и Hd ). 

Рассмотрим теперь конечную подгруппу bLK ,2 . В силу условия теоремы 
333 QMLK , 

где )(3 GYM p , )(3 GXL p . Отсюда выводим, что zyyzd , где
3My , 

3Qz . Заметим,  что 

11 dzy , y является  2-элементом и )( 2MCy G
. Пусть i – инволюция из y . Итак,  мы получили  

следующую  ситуацию: в группе 
3M  имеется инволюция i , которая централизует еѐ подгруппу 2M . Это 

невозможно, если 
3M  одна из групп )2(2

nL , )2( 12kSz , поскольку в этих подгруппах централизатор лю-

бой инволюции является 2-группой. Если )(23

spLM , 2p , то это невозможно так как централизатор 

любой инволюции в такой группе разрешим (является группой диэдра). Пусть, наконец, )Re(3 qM . В 

силу выбора подгруппы E  отсюда  выводим, что )Re(qE  и инволюция i  централизует эту  подгруппу. 

Последнее невозможно в виду предложения 9. Итак, мы получили противоречие. Значит, лемма верна. 

Далее  мы будем считать, что 
GaGG 1 . 

Лемма 3. Если  N   – собственная нормальная подгруппа группы  G , то )(GZN   и N  – 2-группа. 

Доказательство. Пусть 
GaG , подгруппа N  нормальна в G  и GN 1 . Очевидно, Na . 

Допустим, что
xaa  для некоторого элемента x  из N . Так как подгруппа 

x

x aaL ,  конечна, то по 
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условиям теоремы GLLx
,  QML ,  )(GYM p ,  а )(GXL p . Все элементы порядка p  

из L, очевидно, содержатся в M и ввиду простоты группы M из MNaxxa 111  заключаем, что 

NM и GN . Полученное противоречие означает, что 111 axxa  для  любого элемента Nx , 

111 bxxb  для всех элементов  
Gab . Следовательно, )(GZN . Пусть t  – произвольный элемент 

из N . По условию теоремы )( 111 QMLt , где )(1 GYM p
,  а )(1 GXL p

. Как показано выше, 

)(GZt  и,  значит, 1Qt , т.е. t  – 2-элемент. В силу произвольности выбора t  из N получаем, что N – 2-

группа. Лемма доказана. 

Лемма 4. Если теорема для группы G  не верна, то можно считать, что G – бесконечная группа, и 

1)(2 GO . 

Доказательство. Если G – конечная группа, то из условия теоремы непосредственно следует, что 

)(GXG p  и теорема верна. Пусть группа G бесконечна. Докажем, что условия теоремы переносятся на 

фактор-группы )(/ 2 GOGG . По лемме 3 )(2 GO содержится в )(GZ  и по предложению 1 G является 

группой Шункова. Пусть 0L  – произвольная конечная подгруппа в G . Ввиду теорема Шмидта полный про-

образ 0L  подгруппы 0L  в G локально конечен. Значит, )(20 GKOL  для некоторой конечной подгруппы

K  из 0L . По условию насыщенности GQMlK , где. )(GXL p , а )(GYM p . Поскольку 

)(2 GO  – 2-группа, а М – простая конечная неабелева группа, то 1)(2 GOM  и QMLo , где 

MM , )(/)( 22 GOGOQQ  – единичная, или конечная 2-группа. Следовательно, факторгруппа 

)(/ 2 GOG  наследует условие насыщенности группами из pX . Если )(/ 2 GOG  конечна, то полагая 

GL 0  получим MGL0  и, очевидно, )(2 GOMG , что доказывает теорему. Таким образом, 

если G  – контрпример к теореме, то G  – так же контрпример к теореме и 1)(2 GO . Положим GG . 

Лемма доказана. 

Пусть Jk и kaL ,0 . По  предложению  3  подгруппа  0L  конечна  и  по  условию насыщен-

ности  GLL0 , где QML , )(GYM p , )(GXL p .  Ввиду предложения  4 имеет место 

Лемма 5. Произвольная инволюция j  из подгруппы L  либо перестановочна со всеми элементами 

порядка p из L , либо не перестановочна ни с одним из них, при этом инвертирует некоторый элемент по-

рядка p  из 
La . В первом случае Qj , во втором либо Mj , либо ztj , где z  – инволюция из Q , 

t  – инволюция из M . 

Лемма  6. Если  инволюция j  перестановочна с некоторым  элементом из  
Ga , то j перестановочна с 

каждым элементом из 
Ga , то есть ( )( G

G aCj . 

Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что jaaj . Пусть 
Gab  и допустим, 

что bjjb  и 
1bb j
. По предложению 4 подгруппа jb,  конечна.  Как и выше, 

GQMLjb, , где )(GYM p , а )(GXL p . Так как bjjb , то ввиду леммы 5 j  инвер-

тирует некоторый элемент порядка p из M . Поскольку все подгруппы порядка p  в M сопряжены (предло-

жение 4), то j  инвертирует некоторый элемент d  из 
Ga . Рассмотрим jadS ,, . Тогда группа S конеч-

на и по условию теоремы 111 QMLS , где )(1 GYM p , )(1 GXL p , а 1, Mda . Но равен-

ства  aa j
 и 

1bb j  противоречат лемме 5.  Значит, bjjb  для любого элемента 
Gab . Лемма 

доказана. 

Лемма 7. G  не содержит инволюций перестановочных с элементом a . 
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Доказательство. Предположим обратное и пусть j  – такая инволюция. По лемме 6 )(GZj , что 

противоречит лемме 4. Лемма доказана. 

Лемма  8. G  насыщена группами  из множества  pY . 

Доказательство. Пусть K  – конечная  группа из G . По условию насыщенности 2QMK , где 

M содержит элемент a  из 
Ga . Тогда по лемме 7 12Q   и,  следовательно, pYMK . Лемма дока-

зана. 

Лемма 9. Пусть группа  G  содержит подгруппу L , изоморфную группе )Re(Q . Тогда  G  изоморф-

на  группе )Re(Q  для  подходящего локально конечного поля Q . 

Доказательство. В силу предложения 9 L  содержит подгруппу ))(( dzyxK , где 

2zyx , 3d ; dzy )(  изоморфна  знакопеременной  группе 4A . Предположим, что 

порядок силовской 2-подгруппы S  группы G  равен 8. Тогда )Re(QG  по предложению 7. Покажем, что 

случай 8S  невозможен. 

Действительно, пусть 8S . Рассмотрим 2-подгруппу zyxA . Она содержится в неко-

торой подгруппе 1S  порядка 16 (см. предложение  16). Так как )(ANd G
, 2:1 AS  и G  – группа 

Шункова, то dSB ,1  – конечная группа со свойствами: порядок силовской 2-подгруппы из B  больше 8; 

B  содержит элементарную абелеву 2-подгруппу порядка 8; B  содержит элемент порядка 6. Заметим те-
перь, что группы из насыщающего множества подгрупп с такими свойствами не содержат. Получили проти-

воречие. Значит, )Re(QG  и лемма доказана. 

Завершим  доказательство теоремы. Если G  содержит подгруппу, изоморфную )Re(Q , то теорема 

верна согласно  лемме 9. Если группа G  не содержит такую подгруппу, то теорема справедлива в силу 

предложения 15. 
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